Geometrija 3
reSenja roka septembar 2

1. Neka je o : I — R3, 0 € I, prirodno parametrizovana kriva koja u tacki s = 0 ima krivinu xg, torziju 7o i Freneov reper
2 3
[Ty, No, Bo]. Definigimo krivu 8 : R — R3 sa B(t) = a(0) + tTp + %KJONO + %/ﬁ?oT@Bo. Dokazati da su krivina, torzija i
oskulatorna ravan krive 8 u tacki ¢t = 0 iste kao krivina, torzija i osklulatorna ravan krive « u tacki s = 0.
Resenje. Kako je

t2
B'(t) = To + trkoNo + 5507—0307 B'(0) = To,

5/,(75) = rkoNo + tkoToBo, 5”(0) = ko No,
8" (t) = koo Bo = 8"(0),
B'(0) x B"(0) = roBo,
koristec¢i formule za proizvoljno parametrizovanu krivu dobijamo

_ 118°(0) x 8"(0)[| _

18(0). 8”(0), 8(0)]
0= EeE

"O=Tro = poE - ™

Kako je a(0) = 5(0) i B(0) = % = By, oskulatorne ravni krivih « i § imaju iste vektore normale u istoj tacki,
pa se poklapaju.

2. Neka je M C R? regularna povrs é&ija je srednja krivina jednaka nuli H = 0 (minimalna povrs).

(a) Dokazati da su sve tacke na povrsi M hiperbolicke ili planarne.

(b) Dokazati da u svim tackama povrsi M koje nisu umbilicke postoje tacno dva asimptotska praveca, koji su medusobno
normalni i polove uglove izmedu glavnih pravaca.

Resenje. Neka je p € M proizvoljna tacka date minimalne povrsi. Kako je H(p) = = 0, dobijamo da je
ka(p) = —k1(p). Samim tim vidimo da su glavne krivine ili obe jednake nuli (u tom slucaju je tacka p planarna) ili su
razlicitog znaka (u tom slucaju je tacka p hiperbolicka). Takode, tacka p je umbilicka akko je k1(p) = k2(p) = 0, odnosno
akko je planarna, pa su neumbilicke tacke zapravo hiperbolicke. U proizvoljnoj hiperbolickoj tacki p uvek postoje tacno
dva asimptotska pravca. Zaista, ako su ey, es glavni pravei u toj tackii 6 € (—m, 7] usmereni ugao koji proizvoljni jediniéni
pravac v, = cos fe; + sinfley tangentne ravni u tacki p zaklapa sa pravcem e;, koristeé¢i Ojlerovu teoremu dobijamo da je
normalna krivina povrsi M u tacki p i pravcu vektora v, jednaka

r1(p)+r2(p)
2

K (Vp) = K1 cos? 0 + ko sin? 6.

Za asimptotski pravac v, vazi ,(v,) = 0, pa iz prethodne formule dobijamo da vazi k1 cos? § = —ka sin” #, odnosno
tg20 = ERAC
K2

Resenja ove jednacine su uglovi £7 (reenja i%" mozemo iskljuciti jer daju isti pravac tangentne ravni kao i £%). Kako
je uvek ispunjeno e; L es, upravo smo dokazali da postoje dva asimptotska pravca u tacki p, koji su medusobno normalni
i polove uglove izmedu glavnih pravaca.

3. Dat je elipsoid z? +y2 + % = 1. Odrediti glavne, Gausovu i srednju krivinu elipsoida, kao i geodezijsku i normalnu krivinu
paralela na datom elipsoidu.

Resenje. Dati elipsoid je rotaciona povrs dobijena rotacijom poluelipse 22 + % =1, x > 0, u zz—ravni, oko z—ose.

Jedna moguéa parametrizacija (dela) datog elipsoida je

r(u,v) = (cosucos v, cosusinv, 2sinu), u € (—g, g) , v € (0,2m).

Koeficijenti prve i druge fundamentalne forme glase:
ry = (—sinucosv, —sinusinv,2cosu), 1, = (—cosusinv, cosucosv,0),

. . 1 . .
Ty X Ty = (=2 cos? u cos v, —2 cos? usin v,—sinwucosu), n= (=2 cosucosv, —2cosusinv, —sinu),

Vsin? u + 4cos? u

Tyu = (—COSUCOSV, — cosusinv, —2s8inu), 7y, = (sinusinv, —sinwucosv,0), 7., = (—cosucosv, — cosusinv, 0)

. 2 2
sin” u + 4 cos® v 0 2 1 0
1] = ( 0 cos? ) ’ [ = —= 2 < 0 cos?u ) '
u v/sin® u + 4 cos? u



Glavne krivine su sopstvene vrednosti matrice

-2 0
—1 o (sin? u+4 cos? u)3
[I] : [H] - 0 2 s
V/sin? u+4 cos? u
. 2 2 .. . . . .

a iznose Ky = ——=———— K9 = ——=—— . (Gausova krivina elipsoida iznosi K = Kiky = —o———3, &
p L (sin? u+4 cos? u)3 » V2 \/m p 1h2 (sin? u+4 cos? u)2’
srednja krivina H = fithz — sin®utdcos’ upl

2 \/(sin2 u+4 cos? u)3

Paralele su krive u = ug = const i imaju jednacinu a(v) = (cosug cosv,cosugsinv, 2sinug), v € (0,27). Kako su to
kruznice polupreénika cos ug, njihova prirodna parametrizacija je

a(s) = (cosug cos , COS Ug Sin ,2sinug), s € (0,27 cosuyg).
COS Ug COS Ug
Sada lako dobijamo
s
T(s) = a/(s) = (—sin cos
(s) () =( cosug ~ cosug’
1 s 1 S
a’(s) = (- cos ,— sin ,
COS Ug cosug ~ Cosug  COS U
1 . .
n(s) (—2 cos ug cos , —2 cos ug sin , —sinug),

\/sin2 ug + 4 cos? ug COS Ug COS Ug
pa su geodezijska i normalna krivina krive a jednake
—tgug

kg = [n(s),T(s),a"(s)] = \/ in2 ug + 4cos? ug
Sin” ug COS* Ug

2

\/sin2 ug + 4 cos? ug

kin = (n(s), 0 (s))

. Dat je paraboli¢ki cilindar svojom parametrizacijom r(u,v) = (u2,u,v), (u,v) € R?.

(a) Dokazati da je dati cilindar izometri¢an ravni i odrediti najmanje rastojanje izmedu tacaka (0,0,0) i (1,1,1) mereno
1
po cilindru. (Mozete koristiti / ViZ+1de = 3 (t\/ t2+1+1n (t + V2 + 1)) + const.)

(b) Odrediti sve geodezijske linije na datom cilindru.

Resenje. Koeficijenti prve fundamentalne forme date povrsi dati su matricom

1, = < 4u20+1 (1) )

Tangentna ravan 7 cilindra duz izvodnice u = 0 (z—ose) je ravan z = 0, koju je najlakse parametrizovati sa

f(yaz) = (an7z); (:%Z) c RQ.

Formule izometrije najlakse ¢emo dobiti ”otvaranjem” datog cilindra na ravan w. wu—parametarske krive v = vg su
parabole r(u,v) = (u? u,vq), pa se lako dobija da je rastojanje tacke r(u,v) od odgovarajuée tacke (0,0,v) na z—osi
u

1
jednako / VA4t2 + 1dt = Z(2u\/ 4u? + 14 In(2u + v/4u? + 1)). Prema tome, tacka r(u,v) se pri pomenutom ”otvaranju”
0

cilindra na ravan slika u tacku f(§(2uv/4u® + 1+ In(2u + V4u? + 1)), v), pa su formule trazene izometrije

1
y= Z(QU\/ du? + 14+ In2u+ vV4u2 4+ 1)), z=w.

Lako se proverava da reparametrizovana ravan m

Flu,v) = (0, i(Zu\/ 4u? +1+1n(2u + V4u? +1)),v)

ima iste koeficijente prve fundamentale forme kao i dati cilindar [I], = [I];. Tackama A(0,0,0) i B(1,1,1) odgovaraju

2/5+1In(2+v5) 1)
4 )

vrednosti parametara (u,v) = (0,0), (y,z) = (0,0), odnosno (u,v) = (1,1), (y,2) = ( . Kako izometrija

2
izmedu povrsi ¢uva rastojanje izmedu tacaka (mereno duz povrsi), trazeno rastojanje iznosi \/ (M) + 1.



Jedini Kristofelov simbol razli¢it identi¢ki od nule je I'l; =
~(s) = r(u(s),v(s)) (s je prirodni parametar) svodi na

ﬁ, pa se sistem diferencijalnih jednacina geodezijskih linija

/ 4u

/2:
u +74u2+1(u) 0,

v =0.

Iz prve jednagine sledi da je ((4u? + 1)(u')?)" = 2(4u® + 1)u'u” + 8u(w')® = 0, odnosno (4u? + 1)(u’)? = const, odakle je

u = du _ A A = const

ds  VauZ+1’ ’
Iz druge jednacine sledi da je v/ = Z—: = B = const, pri ¢emu je zbog prirodne parametrizacije krive « veza izmedu
konstanti A% + B2 = 1. Deljenjem prethodne dve jednacine (uz uslov u’ # 0) dobijamo % = CvV4u? +1, C = const.

Integracijom odmah sledi da je (uz napomenu da % menjamo sa C)

v=CQR2uV4u? + 1+ In(2u+ v4u? + 1)) + D, C, D = const.

Krive u/ = 0 su izvodnice cilindra, pa su i one trivijalno geodezijske linije. Drugi nacin je da iskoristimo prvi deo zadatka i
vaznu ¢injenicu da izometrije povrsi ¢uvaju geodezijske linije. Geodezijske linije na datom cilindru su slike pravih u ravni
m, pa se lako vidi iz dobijenih formula izometrije da dobijamo isti rezultat.



